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Выполнен четырёхпетлевой КХД анализ правила сумм Гросса–Ллевеллина Смита. Проведено выделение твиста-4 из 
экспериментальных данных и проведено сравнение с соответствующими результатами, полученными из анализа пра-
вила сумм Бьёркена. Показано, что в пределах погрешности значение коэффициента, соответствующего твисту-4 в 
правиле сумм Гросса–Ллевеллина Смита отличается от его значения, определяемого на основе правила сумм Бьёркена. 
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Four-loop QCD analysis of the Gross–Llewellyn Smith sum rule was performed. The extraction of the twist-4 term from the 
experimental data and comparison with the corresponding results obtained from the Bjorken sum rules was made. It is shown 
that within the error the value of the twist-4 term in the Gross–Llewellyn Smith sum rule differs from the corresponding value 
extracted from the Bjorken sum rule. 
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В пертурбативных разложениях для физи-
ческих величин в квантовой хромодинамике 
(КХД) важно знать, по крайней мере, несколько 
членов ряда, чтобы понять его свойства и оце-
нить теоретическую неопределенность вычис-
ленной величины. Как известно [1], знание ли-
дирующего порядка ( )LO  и следующего за ли-
дирующим  порядком ( )NLO  ряда теории воз-
мущений (ТВ) недостаточно, так как только на 
трехпетлевом уровне 2( )N LO  фиксируется зна-
чение масштабного параметра КХД Λ  для дан-
ной схемы перенормировки. Кроме того,  пер-
турбативные ряды в КХД являются асимптоти-
ческими, поэтому ошибка определяется первым 
отброшенным (или последним удержанным) чле-
ном ряда. Таким образом, знание последующих 
членов ТВ разложений является важным, по-
скольку позволяет сделать оценку  теоретиче-
ской неопределенности в выбранной схеме пере-
нормировки. 
После недавнего опубликования работы [2], 
в  которой представлены результаты многопет-
левых вычислений в КХД, открылась возмож-
ность для четырехпетлевого 3( )N LO  анализа 
правил сумм глубоконеупругого лептон-адрон-
ного  рассеяния.  Такой  анализ  впервые был 
выполнен в работе [3] для поляризованного пра-
вила сумм Бьёркена (Bj) [4], [5], т. е. 1 ,
p n−Γ  кото-
рое определяется разностью первых моментов 
спин-зависимых структурных функций протона 
и нейтрона 1 .
p n,g  Располагая экспериментальны-
ми данными о 1 ,
p n−Γ  полученными с хорошей 
точностью в лаборатории им. Т. Джефферсона 
(JLab), можно исследовать Bj-правило сумм при 
малых квадратах переданного импульса 
2 2(0 05 3 0 ГэВ )Q, < < ,  [6]–[12]. При больших зна-
чениях 2Q  теоретическое описание хорошо уда-
ётся при использовании рядов ТВ. При малых 
значениях 2Q  возникают проблемы, обуслов-
ленные тем, что при уменьшении 2Q  значение 
инвариантного заряда sα  возрастает (например, 
2 2
s ( 1ГэВ ) 1 2Qα = / ), и становится заметным 
влияние эффектов, связанных с непертурбатив-
ной составляющей – вкладом высших твистов 
(HT). Кроме того, пертурбативная и непертурба-
тивная компоненты оказываются тесно связаны 
друг с другом; при этом информация, получае-
мая о HT (например, о ведущей непертурбатив-
ной 21 Q/ -поправке (твист-4)), зависит от исполь-
зуемого порядка в разложении по s .α  
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Цель данной работы – выполнить четырёх-
петлевой анализ правила сумм Гросса–Ллевел-
лина Смита (GLS) глубоконеупругого рассеяния 
нейтрино на нуклоне [13]. Анализ этого правила 
сумм на трёхпетлевом уровне можно найти, на-
пример, в работах [14], [15]. В настоящей работе 
проведем систематическое исследование непер-
турбативной поправки 21 ,Q/  извлекаемой из 
экспериментальных данных для GLS-правила 
сумм, и выполним сравнение результатов с теми, 
которые получены при расчетах для Bj-правила 
сумм. Отметим, что для GLS-правила сумм воз-
можность высокоточного анализа отсутствует 
из-за недостаточной точности эксперименталь-
ных данных и их малочисленности. Поэтому оп-
равдано использование результатов для Bj-пра-
вила сумм для предсказаний о 2Q -эволюции 
GLS-правила  сумм  в  непертурбативной облас-
ти (в настоящее время такая информация отсут-
ствует).  
 
       1 Правило сумм Гросса–Ллевеллина Смита 
Правило сумм Гросса–Ллевеллина Смита 
определяется интегралом от структурной функ-




1( ) ( ) ( )
2
p pI Q F x Q F x Q dxν ν⎡ ⎤= , + , .⎣ ⎦∫   (1.1) 
Так как на партонном уровне значение функции 
2
GLS ( )I Q  равно трём, то выражение для интегра-
ла в правой части выражения (1.1) обычно пред-
ставляют в виде  
2
GLS GLS s 2( ) 3 C ( )
AI Q
Q
α⎡ ⎤= − ,⎢ ⎥⎣ ⎦          (1.2) 
где коэффициентная функция GLS sC ( )α  опреде-
ляет пертурбативную составляющую правила 
сумм, а величина A  – это коэффициент HT, со-
ответствующий непертурбативной части.  
На достигнутом к настоящему времени че-
тырёхпетлевом уровне ТВ-описания разложение 
для коэффициентной функции имеет вид суммы 
несинглетной (NS) и синглетной (SI) составляю-
щей [2]:  
GLS NS SIC C C= + ,                     (1.3) 
2
NS s sC 1 0 464 0 034 fnα α⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠= − + − , + , +    (1.4) 
2 3
s1 337 0 245 0 0057f fn n α⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠+ − , + , − , +  
2 3 4
s4 922 1 267 0 079 0 0011f f fn n n α⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠+ − , + , − , + , ,  
3 4
SI s sC 0 013 0 0596 0 0024f f fn n nα α ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠= , + , − , .   (1.5) 
Инвариантный заряд sα  определяется в ре-
зультате решения уравнения ренормализацион-









α β α β α β α
⎛ ⎞⎜ ⎟ +⎝ ⎠
≤ ≤
= ; = ,∑    (1.6) 
где 2 2ln( )L Q= /Λ  и kβ  – известные коэффициен-
ты β -функции [16].  
Как отмечено выше, надежная теоретически 
полученная информация о HT, содержащихся в 
правиле сумм GLS, сегодня отсутствует. В то же 
время для Bj-правила сумм, которое определяет-
ся как интеграл от разности поляризованных 
структурных функций нуклона 1
pg  и 1
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− ⎡ ⎤Γ ≡ , − , ≅⎣ ⎦
⎡ ⎤≅ − ,⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
 (1.7) 
надежные оценочные значения коэффициентов 
высших твистов получены в работе [3] с исполь-
зованием высокоточных экспериментальных 
данных JLab [6]–[12]. Проводя сравнительный 
анализ этих двух правил сумм, можно устано-
вить соотношение между коэффициентами выс-
ших твистов A  и .B  Зная их, в свою очередь, 
можно предсказать характер 2Q -зависимости 
функции GLSI  в области 
2 21ГэВ .Q <  
 
2 Анализ вкладов высших твистов 
На рисунках 2.1 и 2.2 современные экспе-
риментальные данные о GLS- и Bj-правилах 
сумм представлены совместно с пертурбативны-
ми составляющими выражений (1.2) и (1.7), рас-
считанными в различных порядках ТВ соответ-
ственно. На рисунке 2.1 экспериментальные точ-
ки, обозначенные кружками, соответствуют дан-
ным из Серпухова [17], направленными вниз тре-
угольниками – данным коллаборации CHARM 
[18], направленными вверх треугольниками – 
данным из CCFR [19], а квадраты – CCFR/NuTeV 
[20]. Изображенные на рисунке 2.2 эксперимен-
тальные точки соответствуют данным, взятым из 
работ [6]–[12], [21], [22].  
При построении теоретических кривых мы 
воспользовались универсальностью масштабного 
параметра ,Λ  состоящей в том, что значение ,Λ  
определяемое из информации о различных физи-
ческих процессах, должно быть одним и тем же. 
Проводя анализ с учётом универсальности ,Λ  
мы выполняем нормировку по эксперименталь-
ному значению 2( ) 1 03904 0 00087,ZR M = , ± ,  (см., 
например, [16]), которое соответствует значению 
инвариантного заряда s 0 1190 0 0026α = , ± ,  на мас-
штабе .ZM  Соответствующее значение Λ  для 
трёх активных кварков равно ( )336 10Λ= ±  МэВ.  
Далее, используя выражение (1.2) и экспе-
риментальные данные из работ [17]–[20], нахо-
дим значение коэффициента A для твиста-4. При 
этом низкоэнергетическая граница анализа равна 
Q2=1,23 ГэВ2 и соответствует охвату всех экспе-
риментальных точек и соблюдению критерия 
В.Л. Хандрамай, О.П. Соловцова, В.Г. Тепляков 
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2 1.d fχ . . <  Аналогичное рассмотрение мы провели 
и для правила сумм Bj и извлекли значение ко-
эффициента B.  
 
Рисунок 2.1 – Экспериментальные данные по 
GLSI  совместно с кривыми, соответствующими 
пертурбативной части правила сумм GLS 
в различных порядках ТВ 
 
 
Рисунок 2.2 – Экспериментальные данные по 
1
p n−Γ  совместно с кривыми, соответствующими 
пертурбативной части правила сумм Bj 
в различных порядках ТВ 
 
В таблице 2.1 численные значения коэффи-
циента высшего твиста-4 в правилах сумм GLS и 
Bj приведены совместно со значениями из дру-
гих работ. Из этой таблицы видно, что получен-
ные нами коэффициенты твиста-4, как и в работе 
[3] для Bj, с ростом порядка ТВ убывают. При 
этом невозможно уверенно заключить, что ко-
эффициенты  A   и  B   совпадают  в пределах их 
неопределенности, связанной с фитированием, и 
погрешностями экспериментального определе-
ния. В частности, коэффициент A  отрицателен, 
в двухпетлевом приближении близок к нулю, и 
продолжает убывать с ростом порядка ТВ; коэф-
фициент B  положителен, убывает с ростом по-
рядка исходных пертурбативных разложений, и 
близок к нулю в четырехпетлевом приближении.  
Как это видно в таблице 2.1, полученные 
нами значения высшего твиста A  отличаются 
знаком от соответствующих значений, содержа-
щихся в других работах. Это связано с выбором 
нормировки параметра :Λ  нормировка проводи-
лась по значению 2s ( ) 0 1190 0 0026.ZMα = , ± ,  Как 
показано в работе [3] для Bj, значения высших 
твистов, полученные в рамках ТВ, очень чувст-
вительны к масштабному параметру .Λ  При не-
посредственном определении Λ  на основе ин-
формации о глубоконеупругом рассеянии этот 
параметр, как правило, имеет меньшее значение 
[15], [29]. Например, найденное в [29] значение 
Λ  соответствует 2s ( ) 0 1132 0 009.ZMα = , ± ,  Наши 
кривые для GLSI  проходят ниже эксперименталь-
ных точек, что обусловлено большим значением 
Λ  (рисунок 2.1). Поэтому при фитировании ко-
эффициент высшего твиста оказывается отрица-
тельным, вследствие чего кривые смещаются 
вверх.  
На рисунках 2.3 и 2.4 представлено данное 
изменение 2Q -эволюции правил сумм GLS и Bj, 
GLSI  и 1 ,
p n−Γ  рассчитанное с учётом твиста-4 в 
различных порядках ТВ. Сравнивая зависимости, 
представленные на рисунке 2.1 (вклад твиста-4 
отсутствует) и рисунке 2.3, заметим, что с учё-
том твиста-4 в правиле сумм GLS кривые фити-
рования в области 2 1Q ≥  ГэВ2 практически сов-
падают. Таким образом, при использовании 
NLO , 2N LO  и 3N LO  аппроксимаций получает-
ся одинаковое описание данных. Из этого следу-
ет, в частности, что при использовании четырёх-
петлевой коэффициентной функции (1.3) описа-
ние экспериментальных данных не улучшается – 
для анализа достаточно двухпетлевого прибли-
жения.  
 
Таблица 2.1 – Коэффициенты твиста-4 в правиле сумм Гросса–Ллевеллина Смита и Бьёркена  
Коэффициенты твиста-4 в правиле сумм Модель и источник информации 
GLS (A, ГэВ 2 ) Bj (B, ГэВ 2 ) 
Правила сумм КХД [23] 
Правила сумм КХД [24], [25] 
Правила сумм КХД [26] 
Правила сумм КХД [27] 
Инстантонная модель [28] 
0,098 ± 0,049 
 
0,158 ± 0,078 
 
0,078 ± 0,039 
 
0,063 ± 0,031 
0,223 ± 0,118 
0,025 ± 0,012 
0,087 ± 0,043 
Настоящая 
работа 
NLO -порядок ТВ 
2N LO -порядок ТВ 
3N LO -порядок ТВ 
–0,065 ± 0,044 
–0,114 ± 0,044 
–0,164 ± 0,045 
0,115 ± 0,025 
0,050 ± 0,026 
–0,017 ± 0,029 
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Рисунок 2.3 – Кривые однопараметрического 
фитирования данных по GLSI  в различных 
( ,NLO  2 ,N LO  3N LO ) порядках ТВ. Кривые 
фитирования практически совпадают во всех 
порядках 
 
Рисунок 2.4 – Кривые однопараметрического 
фитирования данных по 1
p n−Γ  в различных 
( ,NLO  2 ,N LO  3N LO ) порядках ТВ. С ростом 
числа петель в выражении (1.5) кривые  
фитирования «синхронно» смещаются в область 
более низких 2Q  по сравнению с кривыми на 
рисунке 2.2 
 
Сравнивая кривые, представленные на ри-
сунках 2.2 и 2.4, видим, что, добавляя твист-4, 
удаётся продвинуться в низкоэнергетической 
области до 2 0 5 0 7Q , ÷ ,∼  ГэВ2.  
Однако и с применением этого правила 
сумм с учётом вклада от четвёртой петли в вы-
ражении (1.5) не удаётся улучшить описание 
экспериментальных данных по сравнению с опи-
санием в двухпетлевом приближении. Аналогич-
ный вывод ранее был сделан в работе [3], в кото-
рой можно найти подробное исследование этого 
вопроса.  
Таким образом, анализируя в четырёхпетле-
вом приближении правила сумм Гросса–
Ллевеллина Смита и Бьёркена вследствие прояв-
ления асимптотической структуры ТВ ряда и 
нефизических сингулярностей пертурбативного 
инвариантного заряда в низкоэнергетической 
области КХД, не удаётся исследовать эти прави-
ла сумм в непертурбативной области при 
2 0 5 0 7Q < , ÷ ,  ГэВ2. Как показано в работе [3], 
применяя вместо стандартной ТВ аналитическую 
теорию возмущений, свободную от нефизиче-
ских сингулярностей, можно описывать экспе-
риментальные JLab-данные вплоть до значений 
.Q Λ∼  
 
Заключение 
В КХД для того, чтобы понять поведение 
рядов и оценить надежность извлечённой ин-
формации при сравнении с экспериментальными 
данными в пертурбативных разложениях физи-
ческих величин, важно знать, по крайней мере, 
несколько членов ряда.  
В данной работе ТВ-анализ для правила 
сумм Гросса–Ллевеллина Смита выполнен в че-
тырёхпетлевом приближении, возможность ко-
торого появилась с выходом работы [2]. Показа-
но, что в исследуемой области КХД для ТВ ряда 
вкладами высших порядков (более второго) 
можно пренебречь (ряд асимптотический), так 
как при их учёте точность описания эксперимен-
тальных данных не увеличивается. Выявлено, 
что при учёте высших порядков в правиле сумм 
GLS практически не изменяется 2Q -зависимость 
величины GLS,I  что обусловлено соответствую-
щим изменением коэффициента твиста-4 (коэф-
фициент отрицателен и растёт по модулю с рос-
том порядка ТВ).  
В результате сравнительного анализа пра-
вил сумм GLS и Bj показано, что при описании 
величины 1
p n−Γ  с учётом твиста-4 удаётся глубже 
продвинуться в низкоэнергетическую область, 
чего не наблюдается при описании правила сумм 
GLS. Коэффициенты высшего твиста-4 в обоих 
правилах сумм убывают с ростом порядка ТВ. 
Значение коэффициента HT в правиле сумм GLS 
становится отрицательным уже в двухпетлевом 
приближении; в правиле сумм Bj коэффициент 
твиста-4 близок к нулю только в четырехпетле-
вом приближении. Таким образом, нет основа-
ний заключить, что коэффициенты A  и B  для 
сравниваемых правил сумм совпадают.  
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